OPACOCNAB C. MUTPNHOBWH

MOCTYMNAW 3a dopmupamwe
KPUTEPNWIYMA MHTEIMPABNNNTETA
NMMHEAPHNX AN®EPEHLUWMIANTHWMX
JEAHAYMHA 4NN KOEPUNLUWMNIEHTWU
NMMAJY OB/TMKE YHATIPEA OATE

(MpumsbeHo 29 pgepemb6bpa 1949 rog.)






OPATOC/NIAB C. MUTPNHOBW

MOCTYMNAK 3A ®OPMUPAHE KPUTEPUIYMA
WHTEFPABUNUTETA NTIMHEAPHUX OUGEPEHLNIANHUX:
JEAHAUMHA UMM KOEDGULMIEHTU WMAJY OBNUKE

YHAMPEL OATE

YBO/J,

1 JlvHeapHe pgudepeHUUjaiHe jeAHauMHEe Urpajy  BadKHY
y/0Ty Y MHOFOOPOJHUM TEXHUYKUM, (IM3VHYKMM U aCTPOHOMCHOLL
npobremmma. CTora je npoy4daBawy TMX jegHadmHa nocsBeheHa
n3BaHpeaHa nakwa. O SiMHeapHUM jefHayvHama nocToje cneuu-
jamHu yyubeHnuml) n npupydyHMuMld). Heke nvHeapHe jegHadunHe
cneuujasiHor Tuna, Koje cy of Beher 3Haudaja y Teopuckmm Ne
NPakTUYHUM NUTakbUMa, M3asBasie Cy TakaB MHTepec, [a O HMVa-
JaHac rnoctoju 6orata nutepatypa. TakBe cy, Ha npuvep,,
AvdepeHuUnjanHe jegHauuHe:

1° Bessel-oBa jegHaunHal):
x2/'+ xy' +(n2- (1)
(r =Const);

* Budeiuu, Ha npuwmep,

L Hefter, Einleitung in die Theorie der linearen Differential-
gleichungen mit einer unabhangigen Variablen, Teubner, Leipzig, 1894*
X1V +2588S.

2 BugeTun, Ha npumep,
) L Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differen-
tialgleichungen: Bd. 1 (1895), X X~486 S., Bd. I\t (1897), XV1I11+532S., Bd.
112 (1898), X1V-H46S., Leipzig, Teubner.

3 BugeTw, Ha npumep, ]

B. Kawke, Differentialgleichungen: Lésungsmethoden und Lésun-
gen, Bd. I: Gewdhnliche Differentialgleichungen, 3. Auflage, Leipzig, 1944*
S. 437, GL 2.162.

OBo peno 6uke y 6yayke umtupaHo ykpaTko ca Kawke | O3Ha-
Ka S. 437, Gl1. 2.162 3Hauun fa Cce OAHOCHa jegHayuHa Hanasnm Ha cTpaHa
437 n fa je HymepucaHa ca 2.162.

FoguieH 360pHUK 14
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2° Hill-oea jegHaunHal):
["+ [P (*)+N].*-0, (2)
roe je
A = Const,
® =nepmnognyHa (yHKUMja NPOMEH/bMBE
3°  XunepreomeTpucka jemMaunHal):
X (x- y"+[(a+ B+ x-yly +aBy=0 (3)
(a, p.y = Const);
4° Legendre-oBa jegHaunHad);
(x2- \y” +2xy'- V]
(v=Const) ;
5° Lapl ace-oBa jegHaunHad):
(a2y + b2y"+ (ai x + bxX)y'+ (a0x -
(av, =Const);
6c Web.er-oea jegHauymHay:
4y" =(x2+a)y (6)
(a=Const) ;
7° Mathieu-oBa jegHaunHag:
y" + @os 2x +b)
( ap = Const);
8- Lamé-oBa jegHaunHay):
y"+(@snx +b)y =0 (8)
(0, 6=_Const);
9° KOH(psiyeHTHa XxurepreoMeTpucka jegHaynHad
xy" +{b-x)y - ay=0
(a, b=Const).
*) Kawke 1,S. 410, GI.2.30.
) KaTe IS 455 ol 2240
4 Kawke IS 434, Gl.2.145.
§ Kamke 13 404 Gl 220
7) Kamke 1. 410, GI. 2.27.
s) Kamke 1,S. 427, Gl. 2.113.
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2. K amk e oBa 36upkal) kpja cagp>ku noeko 1600 06UYHUX
OudepeHumjanHux jeaHauymHa, nopehaHnx nekcurpadcku, paaje
nperneq A0 caja NoO3HaTUX pe3yntata y MareMaTuukoj nutepa-

TYypy O TUM jeAHauYMHama.

AHanusmpajyhu HaBefeHy 36UMpKy, 3ak/byyyje ce ga oOHa
MMa BeNUKUX MNpasHWHa, YaK Wy Cnyyajy Kaja ce pafgu O fvHe-
apHuM gudepeHUMjanHMM  jedHauyMHama KojuMa je noceheHa
OrpoMHa nuTepaTypa.

Tako, Ha npumep, NOCMaTpPajMo AudepeHunjanHy jegHaunHy

y" + (ax +b)y' + (ax2+$x+y) y=0,
rae cy a b, a, B, y Ma KakBe KOHCTaHTe.

Y cnyuyajy Kaga je
a=0,
jegHaumHa (10) npunaga tTuny Laplace-oBux jegHaduHa (5).
Y Kamke-OBoj 36upuun Hanase ce o jegHauuHu (10) ou
nogauu:
1° CmeHOM2)
y =u(x) enp (sx2),
rge je 5 pewemwe jefHaunHe
4 s2+2as+a=0,
oudepeHumjanHa jegHadmHa (10) pobuja Bug
a"+[(BR+4s)x+6] n (i)
+ (8 +26s] X +(y +2s)] n=0.

OBa jegHaumHa cnaga y kKracy Laplace-oBux jeaHaunHa
<5). Tume je ycnocTtaB/beHa Be3a u3Mehy jegHauuHe (10) w
Laplace-oBe jegHaunHe Tuna:

y"'+ (ax+ b y'+(A0
2 CneuujanHm o065mK jegHaumHe (10) jecte Craig-oBa
jeoHaunHa2):
y"-2{ax +b) v+ [(ax+b)*- aly (12)
Bje je OMWITe peLlere
Y “ Ki ¥Yn+ K2yy
(K1, Kz=wnHTerpayyoHe KOHCTaHTe),

Kamke I, S. 289—630 (O%SI'baK C. Einzel-Differentialgleichungen).
Kawke |, S. 417, G

14*
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roe je

[2=\"-
3° TMapTukynapHu cnyyaj jegHadmHe (10) jecte Forsyth-
Jacobsth al-o3 npumep:

y"+2axy'+ =0. (13)
OBa ce jegHauMHa WHTErpanm mnomory Keagpatypal).

4°  JefHaunHe

V'+4 xy'(4 xm2)y =0, T

/'-4 ¥y (@4n2- 1)y =0, (15)
y*t o -axy + @, (16>

y" - 4xy' + (4n2- 3)y =0 (17)

npunagajy tmny (10) n cBe cy OHe WHTerpabusHed).
5° JepHa4duHad
y"-4xy' +(3x2+2n Jy =0, (18>
CMEHOM
y=e n{x),
rnocraje
n' - (x2-2n- 1)mn=0
n npunaga knacu W eber-oBux jegHaunHadp
n’-(n2+0)« =0.
6” JegHauunHab)
y" - (a2x2+a)y =0(19>
Kao U HeH creupjaniHu ciy4dajé)
y" - (x2+1)y =0
jecy uHTerpadunHe.
4 Kawke 1S 416, GI.2.53.
2 Kawke I,S. 415, Gl2.47; S. 41P, Gl 2.49; Gl. 2.50; GI. 251..
3 KaTke IS. 415 G1.2.48.
OKaTke IS 400, Gl.2.12.

5 KaTtke i,S. 401, G1.2.13.
) KaTtke 1,S. 400, G1.2.11
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Nctn je cnydaj u ca jefHauYNHOM
y"-(x2+3)y =0(21)
Kojy je uHTerpanmo Goldscheiderl.
7° JepHaunHa?
y" +xy'+(6x2+a) y=0

MHTerpabunHa je y osa ABa c/iy4aja:

6="-, ar-"r (Katke-oB cny4aj);

6 =", a=-i- (Goldscheider-OB cnyuaj).

3. 13 nsHetor ce Buau Aa je uHTerpaumja jegHadmHe (10)
NOMOry KBagpaTypa no3Hata y Ma/loMm 6pojy ciydajeBa. Ctora
je o4 wvHTepeca TPaXKUTU HOBE KpUTEPUjyME WHTerpabunureta
Te jefHauYnHe.

Y 0BOj pacnpaBuM HaBOOMMO AOCTa OfLTe cry4vajeBe Yy
Kojuma je jegHaumHa (10) mHTerpabusHa v nokasyjemMo ga rotoBo

CBe jeAHa4yMHe HaBegeHe y § 2 unmajy 0cobuHy: pga
ce MOry CBeCTU Ha CUCTEM jegHavobnKa

N+ (A, X+yJy-z,

(23)

N+ (A2A+p( =0,
roe cy
"l 70) P1y |R
KOHCTaHTe koje hemo ogpeanTw.
4. Y 0BOj pacrnpaBu fajeMO jefaH rMocTynak 3a dopmu-
pare WHTErpabwuiHuUX NMHeapHWX jeaHadnHa ogpeheHor tmna,

da npumvep (10). Taj nocTynak Koju je ornwTujer kKapakrepa
cacToju ce y OBOMe.

MNocmaTtpajMo NuHeapHy AudepeHuMjaniHy jeaHaunHy pefa
n, ogpeheHor Tmna,

a0 (x)y W)+ X( yro» Qi
Tj. jegHaumHy (24) y Kojoj cy obnum dyHKuuja

do> @il - - - »gr-1» dn
paaTtv yHanpes.

1) Katnke 1, S. 640, QIl. 2.11a
2) Kamke 1, S. 641, GIl. 2.63a
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Ynopeno ca jegHauynHOM (24) jouwnao CUCTEM JIMHEAPHUX
jeAHauuHa npBor pepga:

Aul +N\27 “/ .-
A'+t4 A=A

fk\Yk—=2 ~2Yk—=2 —11 (25)

roe cy 4/ dyHkuuyje og X Koje 3a40BO/baBajy OBe YC/OBE:
1° (AN-1,2,....n);

2°  dyHKumje fkj (k=1,2,...,
y MOCMaTpaHOM WIHTepBa/ly He3aBWCHO MPOMEH/ILMBE;

3° ersauctupajy mssoau

(A-1,2,.....n; [-1,2)
KOju ce nojas/byjy Yy hopmynama.

AKo ce un3 cuctema (25) enmmumHuwe (n - 1) dyHKumja

[obuja ce NuHeapHa AudiepeHUMjaiHa jeaHa4vMHa pega n:
®0 (X)y W+ o, (X )yr-v+.+d, - (X)y' +d

Yy KOjoj KoethuumjeHT ®v(X) npeTcTas/bajy MoAMHOME Mo:
hyHKUMjama

ff» (N-1,2,...,0?7; [-1,2)
N NO HMXOBUM M3BOANMA
dfkj <Mjda~i fk
~5x’ ‘
MogecHUM M360pPOM 06MKa (yHKLMja
ly (A-1,2,...,n; [-1,2)
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MOry ce KOHCTpyucaTu TakBe jaaavuHe (26) koje he ynasutu
y Knacy jegHaudmHa (24) koja |e yHanpepn paTta. -

AunbepeHyyjanHe jegHaudnHe (26), knace (24), pobujeHe Ha
HaBefeHN HadvH 6uhe wuHTerpabunHe, jep je cuctem amndepeH-
umjanHux jeagHadmHa (25) uvHTerpabunaH 3a Ma KakaB O00/IMK
thyHKUMja

fkj (%) \k=1,2,...,n;, [=1,2)

y3 paHuvje HaBefeHa OrpaHuyeHa Koja Ce OfHOCe Ha Hernpekua-
HOCT U ersancTeHuujy mssoda TUX (PyHKLUWUja.

JegHauvHa (26) Koja je hopmumpaHa no ornmcaHoM MOCTYMNKY
Uva 3a MnapTUKyNnapHoO pellere QyHKLUNjY:

Cuctem (25) ce uWHTErpasiM Ha Taj HauMH LWITO ce, nonasehu
oA nocnegwe usmehy jegHadmHa (25), NpBo Hahe 3aTum
Yn-4, uta. v Haj3ag y.

3a andepeHumjasiHy jeaHaudnHy (24) Koja je ekBUBasIeHTHa
cUCTEMY NMHEeapHUX jeaHaunHa (25) kaxke ce fga je cBog/bmBad)
(réductible).

HaBegeHn NOCTYNKOM MOry ce y 3HaTHOj Mepy MOMyHUTU
npasHuHe y K aw ke-0Boj 36vpun gudepeHuyjaiiHuX jegHaunHa.
Beh mn3 Tor passiora, noctynak O KOMe je OBfe ped npeTtcraB/ba
MN3BeCTaH WHTepecC.

FnaBa npBa

KPUTEPWNIYMW NWHTEITPABUJITMTETA JEAHAUYWHE

y" +{axn- b) y'+ (an2+

5. Ynopepno ca oBaM audiepeHUmjasiHOM jegHa4yMHOM Moema
TPajMO CUCTEM JfIMHEAPHUX jegHaYnHa

f(x)yr+g{x)y =z(27
2"-h.A (x) z=0

1) O onwTem nojmy CBOA/bABOCLUA (réductibifité) BugeTn, Ha npumep

P. PainleVé, Lecons sur la théorie analytique des équations
différentielles, professées a Stockholm, Paris, 1897, p. 487;

E. Goursat, Prooriétés générales de Véquation cfEuler et de
Gauss, Actualités scientifiques et industrielles, fasc. 333, 1936 (Paris,
Hermann), p. 70.
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XKOjU je uHTerpabunaH 3a Ma Kakme 065vke GyHKumjal):
r WA/, 9(
EnvmuHaupmjom z 3 cuctema (27) pobuja ce:
fy" +{P +g+fh)y' +(g'+gti)y =0.

JegaH AoBO/baH YCNoOB ga Ou jegHadmMHa (28) 6una Ttuna
<10) jecrTe:

f (x) -1>
g{x)~"kix+vi, (29)
h (X) A2+ 2,

roe cy AL A2, jil, y2 Ma KakBe KOHCTaHTe.
JegHaunHa (28), npema (29), nocTtaje:

y " h[(X*+AD X+ (u, +p2IY (30)
+ X X2 X2 (Xj JgP 72P1) %'P(Pl P2'PF
Mopeherem jegHaunHa (10) u (30) pob6buBajy ce penaupje:
N +2=1 (31)
Xj X2=@ (32)
pl1+p2=0, (33)
Pi R2+ AL =y, (34)
XI P2+ A2Pi =13 (35)

JegHauuHe (31), (32), (33), u (34) nmajy no napameTprmMa
> 7 Pu Pr
OBa YeTVMpPU cCUCTEMA peLLeH-a:

MpBu cucrtem:

Q+ b+R2
Al- "9 0 P2
(36)
a-2R l’ B b"'R*’
r- £
Opyrn cucrtem:
_N+Rt b- R2
Xl—~2~ y o — 2%
a-R1 b +Rz 7

2 2 PE—T-

i) HaBefeHn ycnoBun y § 4 0 HenpekKMAHOCTM TUX GyHKLMja Kao M 0
ersuCTeHLUMjN HNXOBUX M3BOJA M OBfAe Ce NpeTmocTaB/bajy.
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nae Rtn R2majy oBe BpegHOCTWU:
Rt= 4q,
M= +\jb24 (y-A)X) (38)
.= +<Jb2-4Y

Tpeku cucTem:

a-R b+ Ra
A= 2 * = 2
. (39)
y +Ri _b-R,.
A2 2 mb= o>
l-|ETBpTI/‘I CUCTEM:
\ a~RI b-R,
M= 2 0 b- o 40)
. +
}\2:a+2Rt7 LJZ:P 3

/e je Ri Hanpepn gevHucaHn uspas, a Rs m3pas obnuka:;
fla= + (41)
=+\/02-4y +2B-2/?1.

Kapa ce y penauyjn (35) 3ameHe, jegHa 3a Apyrom, Bpea-
HocTn (36), (37), (39) mn (40), nobGunjajy ce pecrneKTMBHO OBe
penauuje:

ab - R2=2R,
ab +Rt R22MR,
ab + Rx R(44)
ab-R,R 3%45)
6. YBohere napametrpa p nomohy penauuje
a=-p (a+p)
e 3a edekar ga Rfiobuje npocTt 06/MK
Ri=a+2p (46)
M Taja Cce KOpeH R2vioxke Hammcatu 0OBako:

Ri \jb24 (y - a-p).
YBoherwem jegHOr HOBOr Mapametpa ( nomohy penauumje
y-a-p= —
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opeH RZno6uja UCTO Tako jegHoCTaBaH 06MMK:
42 (47)

Cuctemn pewewa (36) U (37) —npeu' U Opyrn cuctem*
C 063MpoT Ha (46) u (47), y3umajy pecneKTMBHO OBe MNpocTe

(hopme:
lMpBucucTeMm:
A = a- =b+g
. is (48)
7-2=  Pj P2~ >
Opyrn cucTem:
\ =a+p, b =-Q,
A2= -P, (49)
Ycnosn (42) n (43) noctajy pecneKTUBHO:
-bp-ag-2pq =8. (50)
ab+bp+aqg+2pg==0. (51)

Ha ocHOBY HaBefeHUX uWHeHULa, Mory ce (hopMmynucaTu.
cnegeha gBa cTaBa:

Cras I JadhepeHulwanHajegHaqymHa
y"+ (@X +b) Y+ ( (52)
y cnyyajy kada je
a = -p(a+p),
B= -aqg-bp -

= - p (H(53)
y =a+p-q(byq),
(a, bp, 9=npon3sosLHU napameTpu)
CBOA/baBa je Ha WHTerpadwunaH CUCTEM /IMHEOPHUX jefHauMHa
Y'+\ (atp)x +(b+

z'-(px +@=0. (54>
Ctas Il AndbepeHunjanHajegHaunHa (52),  je:
a-~p(a+p),
B= ab+p-
= (a+p)

Y =a+p-q (b+
(& b, p, 9=nNpoun3BO/LHN NapameTpu),
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CBOJ/bMBA je HauHTerpabunaH CUCTEM jeAHauYMHa:
y'+[{a+p)x-qly —z( -
Z' H-px+ (b +q)§ =
7. C o63vipom Ha u3pa3 RIt gedmHmcaH opmynoit (46),

KopeH R3 nat penaumjom (41) nocrtaje
R3=V&2- 4 (y +p) .
AKO ce oBfe cTaBu
y+p=
rae je g jegaH nmapamertap, vva ce:
=bh+2q. (57)

Cuctemn (39) u (40) — Tpehmn 1 4eTBPTU cUCTeM, JOOKjajy
PECNEKTUBHO OBE OO6/IMKE:

Tpekn cucTem:

§12=a+p, " - ,_\:b (58)
UeLBplum cucTem:
)\2:;+p. ?)_Z:b-i (59)
Ycnoeu (44) n (45) nocrtajy pecneKTUBHO:
ab+bp+aq+2pq=~_, (60)
-aq-bp ~2pqg =R. (61)

Ha ocHOBY MpeTxoAHuxX pe3yntata MOry Ce McKasaTu oBa
[lBa cTaBa:

Ctas Ill. AudepeHumnjantHa jefHaunHa
y" +(ax+ b)Yy +(ax2 y) =0,
rge je:
a =-p(a+.p),
=ab+ bp+aqg+2pq
=(a+p) (b+0q)+pa, (63)
Y- -p-a(b +

(a, b, p, g=NpPOV3BO/bHN Nap
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Mo>Ke CECBECTW Ha MHLLerpabunaH cucTem NMHeapHUX
y'+[-px +{b+0g-ly=z
z'+\_(atp) x-q]z =Q ("
CtaB IV. JudepeHumnjanHa jegHaunHa (62), y kojoj je:
«= -p(a+p),
p= - ag-bp-2pq
= -P(b +0qa65)
y= —~q(b+q),
CBOA/bMBA je Ha WHWerpabunaH CUCTEM JfIMHeAPHWUX jedHauuHa
obnmka:
y - (px+a)y=z,
2 +[{a*p) X + (0. (66)
8. Y HaBefleHMM CcTaBOBMMa WHTerpaumja jegHaudmHe (10),

.nof, U3BECHMM YCMOBMMa, CBEAEHA je Ha WHTerpaumjy cuctema
NMHeapHUX jegHavnHa 06AUKa:

y'n-( .
Z¥ (2 +p2 0. €7
M3 nocnegwe jefHauvHe M3asu:
z-K xe %}\2
MpBa jegHaunHa paje
y =k26 ¥ X (68)

+K,e _%N f eEXPA] 2— X2+(ut - p.) ,

Tae cy /G n /Q2 nHTerpaumoHe KOHCTaHTe.
MocmaTpajMo uHTErpan

Ix,  Xap-i,w)—I'exp _2-~ y2+ pi- Py xJ X
T HaBeEMO OBE H-erOBe MapTVKyNapHe Cryuajese:

1 (uH9x

J ~FALF I}FD) = ~ e Fi¥F2)-’
12 Fi F2 ( 2

J (x, Xj, X* FiyFi) = %
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3a cnyyaj:
nN=r. FlI P2>

onwTe pewene (68) fobuja 06MK

X y =K28 e 2 @9> )

: 1 :
roe ie mMecto . Ki craB/beHo Kt-
Pi- b
Kaga je

A =\2,  P1=P2>

onwTe pewere (68) gobuja jegHocTaBaH 06/MK
y=°(KiX+K2expi-L-Y -~x). (70>

9. Craig-oBa jegHaunHa (12) cBog/bMBa je Ha CUCTEM:
Y -(ax
z' - (ay 0. (71)
Forsyth-J acobsthal-oBa jegHauuHa (13) cBogu ce:
Ha cucTem:
y'+ (ax+\ja
7'+ (ax - 0. (72)

AdndepeHunjanHe jegHaunHe (14), (15), (16) n (17) cBoa-
JbMBE CY PECMEKTMBHO Ha CUCTEME jeHauunHa:

Y+2xy =T, 17
Z'+2xz=0; (73)-
Y-(21 (()74>
H2*+/)z=01
(/-1FT1);
y'-2=z,1
z'-2x2=0;] (75)
Y- (2Xx—D/=z, |
( ) (76)

z' - )z=0.J
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JegHaumHa
y" - \xy’'+(4
{k = const)

Koja obyxsata jegHaunHe (15), (16) u (17), Kao napTuKynapHe
CnyvajeBe, CBOL/bMBA je HA CUCTEM

y' - (2x- \J-K

s - (2X+\j Fk—2) 7 =Q, (78)
10. TocmaTpajmMo caja jefHaunHy
y* + xy'+(ax2 y) O
Koja je nmapTvkynapHu cnyyaj jegHaumHe (10), kaga je:
R=1, b=0, R=0.

Ako je

Goldscheiderl) je nokasao fa je ONWTe pellewe jefHa-
unHe (79)

y =(C1+C2x)e4 (8°)
(Q, C2=kKoHCTaHTe wWHTerpauuje).

Kamke2 je yrepaMo pa ce jefHauynHa (79) WHTErpanu
Takofe u y cnyyajy kaga je:

w 1l /1
-T
Tafa OMnuTe pewewe rnacu:

"4
y=e Cxexp[x s/ T + C2exp Sx\zo ~Xx (8

roe urypully e MpOM3BO/bHE KOHCTaHTe Q u C2,

~ Tokasahemo cafa fAa jefHaunHa (79) wma n Apyrux chny-
yajeBa WHTerpabusmtetTa OCMM OHUX Koje cy Hasenu Gold-
scheider n Kauwke.

1) Katke I, S, 641, G1.2.51a(kos Kamke-a wramnapckarpew ka:
Tamo cToju 2.41a).

2) BupgeTwn npetxogHy npumegoéy.
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MpBu cTaB, NpuUMereH Ha jegHauunHy (79), paje:
a= —1
B=-g-2pq =0, (82)
Y Be3sn ca pewasBawem cuctema (82) pasnnkoBahemo
ABa cnydaja:
1° 9=0; 22 P = -\,

Ako je 9 =0, npema (82), nma ce:

a= -p(1 4 ),
(83)
M- 1+P,
Win. nocne enMMyHaupje napameTpa p,
y2-y +a=0. (84)

AKO KoedmumjeHTU a U Yy jegHaumde (79) 3a40BOsbaBajy
ycnos (84), ogHocHO (83), Taga ce jegHaudnHa (79) MOXe UHTe-
rpayiMTM MO Halloj MeToau, Tj. OHa je cBOA/bMBa Ha CUCTEM:

y +(I+p)xy =z,
z'-pxz =0 (85)
KOju je uvHTerpabunaH 3a Ma KakBoO p.

3a a :-?-, jeaHauyvHa (84) uma OBOjHM KopeH Y = \. Tako

cMo pgobumnm G oldsc heider-oB cnyyaj Kao nNapTUKyapHU
Cny4vaj Hawer pesynrara.

2- Kapa je =- :21—, penaumje (82) aajy:

(86)

To je ynpaBO cnyyaj uWHTerpabunuTetTa Koju je HaBeo
Kamke.

3a BpegHocTu (86) jeaHauunHa (79) cBOA/bLMBA je Ha CUCTEM:

[+ Tix+\/i"r™~z

r+(1*-\/T-1)2-0

OBaj cuctem pfaje 3a y pelenwe Yy KOHAa4YHOM OOAnKy
(cnyyaj A1=A2, p1l™Nu2 guckytoBaH y § 8) Koje je WAEHTUYHO
ca Kamke-osum (81).

(87)
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Ha ocHOBY wu3no)eHor BuAMMO pJa je jegHaumHa (79)
nHTerpabunHa ako u3mehy a m y nocroju Besa

a=y-y2 (88>
Mpema TOMeE, padepellllanHajegHadunHa
y"+ XV+[(y - y2 yl =0
(y =npoun3BosbHa KOHCTaHTa)
MO>Ke ce TTerparmTanomohy keagpaTypa.
Younmo, Ha npumep, jefHaunHy
y" +xy'-(6x2+3)r=0 (89)
Koja He cra ,a y cny4yaj Karnke-oB, jep je oBae
=-3
1, Npemva (88),
a=- 6.
JepgHaunHa (89) cBofg/bMBa je Ha MHTErpabwiaH CUCTEM:
y' 43Xy =z,
—2 xz =0.

3a y=4, u3 (88) msnasm a= -12,

Mpema ToMme, jeoHaudnHa

y4 Xy' +(4 —12
CBO/A/bMBA je Ha WHTerpabwniaH CUCTEM:
y'+4
z'- 3xz =0.
Ako 6ucmo nownu og ctasosa I, I, 1V, gownn 6ucmo

[0 NOTNYHO WUCTUX 3aK/byyaka kao W rope y Be3n ca WHTerpa-
uvjom jeaHaudmHe (79).1

11 MpumveHvihemMo M3BefeHe CTaBOBE 3a U3HAIAKEHE Kpu-
Tepujyma uvHTerpabunmnteta jegHadmHe
(cx+ &0 (90)

Koja cnaga y knacy Laplace-osux jegHaumHa (5).
JegHaumHa (90) wuCTOBpeMeHO je napTuKynapaH Ccny4aj
jegHauvHe

y"+ (ax +b)y+(cu2+Bx+y)/ =0 (91)

KOjy Mpoy4yaBamMoO Yy OBOj r/aBu.
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Mopeherem jegHaumHa (90) n (91) mmamo:
a=0, B=c, r =d.

MpumeHnmo pegom ctasose |, I, 1, 1V Ha jegHaunHy (90).
CraB | paje ycnoBue jefHauyuHe:
as -p (a+p)=0,
B= -p (b+a)-q{a +(92)
y =a+p-q(b+ag=d

C 063vMpomM Ha nNpBy of jeaHaummna (92), Tpeba pasnnko-
BaTM ABa chnyd4aja:

r p=Q 2° p=-a.
Ako je 4=0, cuctem (92) paje:

aq+c =0,
a-q (b+q)=d. ®3)
MpetnoctaBnhemo pa je a0 jer

coboin ¢ =0 n Taga 6u ce jegHaumHa (90) cBena Ha SMHeapHy
jeQHaumHy ca cTa/IHUM KoedmupjeHTUMA.

EnmmunHaumjom q u3 (93) pnobuja ce
bc
d=a- 19+- (94)

Ceaka Laplace-oBa jegHaumHa Tuna (90) uumjm koedm-

UMjeHTN 3a[0BOs/baBajy ycnos (94) cBog/bvBa je Ha UHTerpadu-
NaH cucteM jegHadnHa

[+ Pax+b~ "y =(

Z""—aZ:O-

Mpema TOoMme, ycnoB (94) jecTe jegaH KpuUTEPUjYM WHTe-
rpabunureta jegHadnHe (90).

3a p ——n,cuctem (92) ce cBogu Ha:
a{b +q) =c,
{b+q) (95)
-q{b +q)=
EnnmnHaumjom g us cuctema (95) Hanasm ce:
cjad-c
j ) (96)

lroaunieH 360pHUK 15
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Kapa je ycnos (96) 3agoBoOsbeH, jeaHadnHa (90) je wHTe-
rpabunHa v cBOA/bMBA Ha CUCTEM JIMHEAPHUX jeAHayuHa Koju je
Nako obGpasoBaTu.

MpumeHom cTtasoBa I, I, IV Ha jegHaumHy (90) He.bm ce
[OW0 OO OpYrvX yc/ioBa KpuTepujyma WHTerpabunuteta BaH
OHUMX Koju cy gatm nog (94) wn (96).

O jegHaunHn (90) KaTkel paje oBaj pesynTtar:
CMEeHOM MNpOMELLIbUBUX

y (x)=u(x)exp{

a c
[l«l (X *- al
jegHadmHa (90) noctaje
n"+£n'+6-3 ( c2 abc+a2 n=0, (97)

rae roprsy 3Haum oarosapajy cnydajy >0, a gowbum cnydajy

Ha ocHoBy jegHaumHe (97) MOXe Ce WM3BECTU 3aK/by4ak,
ha je jegHaumHa (90) wmHTerpabunHa ako je 3a[0BOSbEH YC/IOB :

c2—abc +a2d =0,

WTO je y cknagy ca kputepujymom (96) KOjUu CMO M3BEMN Ha
OCHOBY Halle MEeToAe.

N kputepmjym mHTerpabunuteta (94) Koju cMoO rope nssenu
MOXe ce A06MTU Ha ApYyrn HadvH. 3aucta, nohumo of jeaHa4vrHe

uFs¥ +n=0 (98)
umjn je onwTn UHTerpan?)

[ I —
u=e 2 iKi+KzJe2

roe cy Kr mn /C2 vHTerpauvioHe KOHCTaHTe.

3a a >fopeherem jegHaumnHa (97) 1 (98) ponasn ce ,
3aKk/byuka ga he jegHaumHa (90) 6UTKM MHTerpabusiHa ako je
a-3 (c2- abc + a) =1,

LITO ce Mok/ana ca Hawuvm ycrioBoM (94), Koju BaXkU U 3a

) Kamke I, S. 416, Gl. 2.54.
) KaTke |, S. 414, Gl 2.39.
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12. Y 0BOj rNnaBuM WCUPMNHO CMO W3HENN MPUMEHY .HalLle
noctyrnka, Koju je y ysogy (8§ 4) camMo CK/AUMpaH, Ha wcTpa-
XXUBarbe KpuTepujymal) mvHTerpabunuteTa jegHavnHe

y 7+ (ax+b)y n-rxnr +LIx+ x) y=0. (99)

MNpn TOME CMO KOHCTaToBasIN:

1° fja ceTam nocTynkom Mory Hahu HOBM KpuTepwuj
UHTerpabunnTeTa;

2° pa cv roToBO CBM no3yaTwu MHTerpabu-
mTeTa jeaHaunHe(99) obyxBaheHu, kao NapTuKynapHu cnyu
jesu, cTasosuma I—IV;

3° pa je edekTasHa MeETTyiaBeoma

M fa je Tal nocTynak ofecaH 3a KOHCTpyucawe jefHauynHa pagu
nonywasawa K amke-ose 36upke AuepeHuunjanHux jefHauuHa,

MyT Kojum ce Aowno Ao pesynrara 3a jeaHaumHy (99)
ovhe yrnaBHOM WUCTU W Kada je ped O jegHa4dMHama gpyror tuna.

naBa gpyra

KPUTEPUAMW NHTEIMPABWINTETA JEQHAYVHE

y" + (aesx+b)y' + (Ae2x+Besx+C)y =0.

13. NocTtaBMMO caga 3agatak aa, NoMMeHOM Haller nocTyrik
HaheMOo KpuTepujyme MHTerpabunuteta gudepeLlljasiHe jegHauvHe

y" +(aesx+b)/ +(Ae2x+Besx+C)y =0,

N [pyrn KpuTepujymm unHTerpabunuteTa jegHadmHe (10), ocMM OHMX
HaBefleHUX rope, mMory ce fo6uTu ako ce nofe, Ha NpuMep, 0f jefHauYUHE
(28) y kojoj je ys

l/(*):\l;l_(l-*-*»),
v=s+2 J
g(*)* z \
v-1
h{x) =21*+p2

&9 Wy

NnoTYMHE WU3BECHUM YycnoBuMa (Koje O0BAEe He M3HOCMMO) Ha OCHOBY KOjuX
ce MOIMHOMM

M aKo ce napameTpu

f'+g+fb, g’+gh
(/, g, h umajy rope peduHucaHe m3pasze) MOry nogenuTu noavHomom / 6e3s
ocTaTka. Taja Ce MMa jefaH BeOMa reHepasiaH KpUTEpUjyM WHTerpabunu-
TeTa jegHauumHe (10).
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rge cy: s, a, b,A, B, C Ma KakBe KOHCTaHTe, y3 OBa Orp:
I 9;
2° a, A, B HuCY jeQHOBPEMEHO jeAHaKWN HyMW.

CuCTeM NIMHEapHUX jefHauMHa KOoju ce MO)Ke [0BecTn Yy
KOpecnoHAeHUnjy ca jegHaumHom (100) mva 06nuK

-*-(AMesx+lh)y =z- (101)
2'+ (XResx+pAr =0,

roe cy

~» ™21 Pl Pr
KOHCTaHTe.
EnmmmHaumjom z u3 cuctema (101) Hanaswn ce:
Z'"+KA+A N+ A +pp )]/ (102)
+ XN A2 B+ (Xj 2+ X2 + X s) B -fpjp2d 0.

Mocne nopeherwa JegHaumHa (100) m (102), ponasm Ce
[O cucTemMa jegHaudunHa:

K+x2=4a,
Xj X2=A,
Ri+p2=1s, (t03)
Pi p2=c,
XiP2+ X2Pi +X,5=10.

MapameTtp« XIt X2, y,, U2 gepyHUcaHU cy jeaHavMHama

A2-a A +A =0, 104

p2-6p.+ C =0, (104)
Koje Tpeba pewmTtn Mo X mn J.

Tako HaheHn napameTpu
i PI>P2
y dyHKUnjn opf
fl,bh AL C

Tpeba ga 3a40BOs/baBajy Yc/ioB

Xl P2+ X2PI + XI S=B, (105)

a To je neTa jegHaunHa cuctema (103).
Ckyn jegHaumHa (104) paje oBa YeTUMpU cCUCTEMA peLleHa:
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. cucwem:
b+R»
)‘l ER 14 . 2
(106)
> a-Rt 0~1?2
2 T-= p2=- 2 ’
Il. cucrTem:
b-R2
)\1 2 7 * 2 7
(107)
D b+R
Koo ARy ?
Ill. cucem:
A =2 A b+R2
1 —2 ° Fi 2’
6-172 (108)
2 + #l _9o-l!
AZZEZ~’ 14= 2
IV. cucrtem:
«-[?1 0-/?2
AL N R T
(109)
e/ b+R2
A2- P2 Ny
roe je
1= + v{2-4/1,

(1120)

BpegHoctnma (106), (107), (108), (109) onrosapajy pecnek-
TUBHO OBW YC/IOBM KOje iwopajy ga 3a40BOsbaBajy MapameTpu
WTO ce jaB/bajy y jeaHaunHu (100):

[72=+ V062- 4C.

s(B+ RJ+ ab- /21 /2= (111)
s(a +R1)-f-ab+R1R2=2B, (112)
s(a- RJ+ab+R1R2= (113)
s(a- RJ+ab- RtR2=2 (114)

rae cy /2 n /22 pecpyHmncaHn dopmynama (110).

M3 npeTxogHOr ce BMAM Aa Cy Of, LWeCT KoeduuumjeHata
s, a, b, A, B, Cnet Npou3BOSLHN.
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Hymepuuka npumMep.JegHaumHa
/' +(4«,*+7)/ + (3«*ve+5-e**+|()) v-0 (S)
6unh3 cBof/bMBa ako 5 uma jegHy og cnegehmx BpeaHOCTU:
-6, -12, -4, -2.

OBMM BpefHOCTMMA S oAroBapajy 4er-m andepeHumjanHe
jeaHaunHe o6nmnka (5) Koje ce CBOJe pecnekTMBHO Ha OBe
cucteme:

1° 3a s= - 6 vmamo:
Y~(e~Bx+2)y =z,
z' m(3¢~6+5) 2=0;
2° 3a s=-12 wnmamo:
y'+(
2'+(3e~1X%+2)z =0;
3° 3a 5=-4 vmamo:
y +(3e~ix+2)y =z,
7'-t-(e~ix+5)z =0;
4° 3a S =2 WMaMo:
yr+(3e~x+5)y =z,
r'+(e~+2)z =0.

14. Jda 6u mnspasm 6WM WTO jeAHOCTaBHUjWU, CMIUYHO K:
y MpBOj rnaBu, yBewhemo ABa napameTpa: p u q.
CraBumo
/1=
i (115)
na ycnosn (111)-(114) nocTtajy pecnekTUBHO:
(Mfs(a +p)s- 2
(N s (6 +p) s+
(M3)s - ps+ab+aq+bo+2
(M4 s -ps-aq-bp-2pq =B.

Ha ocHoBy (115), dopmyne (106)-(109) pobujajy pecnek-
TUBHO OBe 00/IMKe Y MaTpU4YHOj (hOpMI:
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1 cucrewm:
Ai= a+p b+q =wm,-
-P -Q
Il. cucrem:
M* a+p - s My
-p b+q
Il. cucT
M= -p b+q
atp  -q
IV. cucTem:
-p g SMp
atp b+g
roe je ca M o3HaueHa maTpuLa:
Ak
vV R2
3a u3pa3 B nedwmHucaH jegHom op copmyna (A& n 3a
MaTpuLy MKca UCTUM MHAEKCOM Kasahemo fa cy

15. Ha ocHoBY Hanpe W3HETUX 4nkbeHuua MOoryhHo je
dhcpmynucatu oBaj CcTaB:

CtaB V. AnbeHeHumjannajednuynHa (100), nog y
A= -p (a+p),
C~-gq{b+q) (116)
B={MKk)

(s, a, b p, g=npou3Bos/bHN NapameTpu)
CBOA/bMBA j& HA CUCTEM NMHEAPHUX

I+ (A esx+yn)y =g,

(117)
'+ (26 +U)T=0,
rge je marpuua
M- a1 pq
A2 b
jednaka maTpuya Mk koja je y KOpecUMOHZEHUMjU ca u3pasoM
B~ (MKk).
OBaj cTaB cagp>km y cebu 4yeTupu nojctaBa ¢ 063MPOM
Ha TO fda je:
A-1, 2, 3 4
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Capa hevo uHTerpamtn cuctem (117): vis gpyre of Tux
jeQHadnHa Hanasn ce:

i \ SXi
zZ= Rpy-
(A, =uvHTerpaymoHa KOHCTaHTa).

M3 npeBe opn jegHaunHa (117), Bopgehn padvyHa o (118),
pobuja ce:
* Kk

y =A2expj-y B ~b?*) (119)

A sx\
+Alexpl -Ne-usjlexpr—exp[(ux- WAl dx

(A2=wnHTerpaumoHa KOHCTaHTa).

Ako je
s =b-P-2>
KBagpatypa y (119) mMoxe ce M3BpWUTM U Taga je:
( X\ SX
~Ye -p-ir* (120)
A I\ Vo (A«
+x ~ L exp\-T e S
roe je
s=Pi-b-
Pewerwy (120) moxe ce pata oBaj O6G/MUK:
-Pi* A sx( Al /
y=¢e B A p*x
KA ~Mr )
(B5=Hi->%*).
Ako je
A1-1T@=0,
Taga (119) nocraje:
SX \
S - Pi*l
A,
+ -b "1 ~~°e¢ -b*)-"[(b-b)*]

(PADPY)
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/ A |€<A —Pl)(I N,

y= —ce ¢ P\ 28 B (121)

P2 1
Y cnydyajy Kafa je MCTOBPEMEHO:
NX=A2  Pl=p2>

Taga (119) pobuja cnegehun jegHocTaBaH OOGJUK:
y -Mx +1Jpy « —V‘-!—*-j- (122)

16. H. GoOrtienl) nocmatpao je jeaaH NapTUKyNapHU
cnydaj jegHaumHe (100), Halive cn>4aj Kaga je:

s=1
M NoKas3ao je ga jeAHa4ymMHa
/'+ (a ex+ By + (
roe je:
-p{a +p),
B=-aq-bp-2(124)
C=-q(b +y
(P, @, &, b =MPON3BOSLHN NapamerT]

MMa Kao MapTUKyNapHoO pellere yHKLUNjY
exp (pex+qgx).

Gortler-oB cny4yaj obyxBaheH je HalMM KpUTEpPWUjyMOM
nHTerpabunureta jegHaumHe (100) koju je gaT ctaBom V. 3ancra,
ako ce y cTtaBy V nocmarpa cny4aj

uva ce pesyntar Koju je pao Gortier.

Kputepnjym pat ctaBoMm V cafpyXuv UCTO Tako, Kao napTtu-
KynapHe c/iy4vajeBe, pasHe pe3yntare koje cy Hasenn Craig,
Conte, Gortier, Katke u gpyru.

1) Ergénzungen zu KaTke, Differentialgleichungen: Ldsungsme-
thoden und Lésungen (Zeitschriftfur angewandte Mathematik und Mechanik,
Bd. 22,1942 S. 233-234J.
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Tako, Ha npumep, jegHa4nHa
a-y" + a(a2- 2 B bB2e~2ax =0
(a, 6=Const),

Kojy je wHTerpamo Craigl), cBog/bmBa je Ha CUCTEM:

- b e -a\y:Z,

Y-ATF“,.0
a
).
L. Conte? je nokasao fga je jeaHaunHa

y"4uy'+  ay =Q

VHTerpabunHa..
Ta jegHaunHa cBOA/bMBA je Ha CUCTEM:
y'+(V-
z' eax =0
JeagHaunHag

y" -(2 ex+1)y'+e2y =Q

KOjy cy wuHTerpypaim Morris u Brown, cBog/bmBa je Ha
cUCTEM

/- exy =z,

WAN Ha CUCTEM
y'-(ex+1)y =z,
zr- exz =Q

AnbepeHuyjanHe jegHaunHe*)
e y"+y'+e~Ixy =0, (125)

y"-y'+exy=0 (126)
Takohe cy cBoA/buBE.

9 Kam Ke 1, s. 422, Q1. 2.90.
s) Kamke 1 S. 641, GIl. 2.37b.Biideiuu Takohe: Publications mathé-
matiques de I’Université de Belgrade, t. 6—7, 1937—1938, p. 119—125.
s) Kamke 1, S. 418, GI. 2.63.
Kamke 1, S. 412, GIl. 2.33, GIl. 2.34.
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JegHaunHa (125) mModke ce CBECTU Ha CUCTEM:
y'-i-ie~xy =z,

z'-(ie~x-1)z =0
Wi Ha CUCTEM

(1= 7hH-
JegHaunHa (126) je cBOA/bMBA Ha CUCTEM:
Y+iexy =r,
Z'-(iex 1)L =0
WM Ha cuctem
y'-iexy =z,
Z' +(iex 1) =0
(/=vI™T).
17. Y3amumo caja jefHauuHy
y +( asx + b)Y + (

KOja je cneumjanaH cny4aj jegHaudmHe (100).

MpumeHnmo ctaB V Ha jegHauvHy (127); OBOM MNPWIMKOM
M hemMo ga pas/MKyjeMo 4YeTmpu crydaja:

I cnyyaj. NMwro je oBae
n=0,
MMaMO
-p(a+p) =0.
3a p =0, nma ce
B=a(s- ),
C= —q
M jegHaunHa (127), y TOoMe criyyajy, CBOAU Ce Ha CUCTEM:
y +[aesx+(b+q)ly =z,
« Z'-qz =0



236 O C MutpuHosuh (30)

3a p= amnasn ce:
B=a(b+q)
C= - gq{b+

M Taga ce jegHaunHa (127) cBOAM Ha CUCTEM
Y +{b+q)y =z,
Z' +(aesx-q)z =0.

. cnyyoj.Moctynajyhn Kao y NPeTxogHOM cry4yajy, MoXke
ce hopmynucatm OBaj pes3ysiTar:

1° JegHaumHa (127), roe je
B ~ us +
C=-q(b +q)
CBOAM Ce Ha CUCTEM
y'+(a esx- q)y
'+ (b +q ) 1Q
2° JepHauuHa (127), rge je
B--0q,
Cw -q(b + q)
CBOAM CE Ha CUCTEM:
y-ay-z,
z'+ {aesx+ b+ )z =0.
Ill. cnyuyaj. 1° JegHauuHa (127) y Kojoj je
B =a(b +q),
C= - q(b+ )
CBOAWN Ce Ha CUCTEM:

y'+ b+ Q)y =2
z'+(aet-q) z =0.
2° JepHaunHa (127) y Kojoj je:
B =a(s-q),
C= -q{b +q)
CBOOM Ce Ha CUCTEM:
Y +Joaesx+(b+q)]y=
z'-9gz-0.
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V. cnyyaj.1° JegHauuHa (127), rge je
B =-aq,
C- -q(b +q)
CBOOV Ce Ha CUCTEM:
y'-qy-z,
Z' +(0.
2° JepHauuvHa (127), roe je
i_:a(s+b+q)’ (128)
CBOAMN Ce Ha CUCTEM:
y'+@
2+ (" q)z—0.
Y cBa 4YeTvpu rope nocmarpaHa cinydaja:
a, b, p, ~=nponsBorbHN NapameTpu.
Gort lerl je nokazao ga je jegHaunHa
y"+ (a ex + b)

MHTerpabusHa ako je
B=a(l +b + q),
C= —q (b+0q).
OBaj pes3ynrtar je cagpykaH, Kao NapTUKyNapHW cnyyaj, y

Hallem 4eTBpTOM criydaly. 3aucTa, ctaB/bajyhu 5=1 y copmy-
nama (128), po6uja ce ynpaBo Gortler-oB cnyua;.

AKo ce npetnoctaBn fa je BpO, 3ak/bydyje ce Aa jeaHa-
unHa?)
y" +by' +(Bex+C)y =0

HWje cBOA/bMBA Y MNPELM3NPAHOM CMUCTY.
Nctn je cnydaj U ca jeaHaunHOMI)

y" +Besxy =0.

1) Gort ler, S. 233, GL 4. (Ta pacnpaBa je paHuje LMTMpaHa).
2 KaTtke I, S. €41, Gl. 2.37a.
3) KaTtke 1, S. 403, Gl. 2.17.
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A. C. MUTPNHOBWY

CrnocCcob OBPA3OBAHUNA KPUTEPUYMA
NHTEMPUPYEMOCTU NIMHENHBLIX OAN®EPEHUMAMBbHbLIX
YPABHEHUW, C KO3®DPNLUMEHTAMWU, NMEIOLWMMN HAMEPEL
OJAHHYHO ®OPMY

(BbiBOL)

1. PaccmaTpuBaeMm fiMHeliHoe JudepeHunanbitoe ypaBHeHe nopsgka

in) (n—Y , A
oY + TEADIT -1Y P A= 0)

o~ (£=0,1,2,...,/%)

ABNSAOTCS OMNpPeAeneHHbIMU (YHKUMUSMU NEepeMEHHOro X.

rae

O/[JHOBPEMEHHO pacCcMaTPMBaeM CUCTEMY JIMHEWHbIX ypaBHEHWUi nep-
BOr0 nopsifka

I*, yLi+fkAk-i=y*.
I\ yn-i pTur Th-1=0 2
(Jo=T; A=1, 2,-—ir-1),

rae fkj- npeactaBnstoT QyHKUMM MepemMeHHOro X, YAOBNeTBOPStOLLME Che-
LYIOLWMM YCNOBUAM:

1° (*-1,2....,B);
2 Iry (*=1,2,.. ,B; 7=1, 2
ABNAOTCA (YHKUMSIMU HENPepbIBHbIMK U AndepeHLMpyeMbIMU.
Ecnn ncknoumm (-3 dyHkumo
i, Y - T,-1,

M3 M ypaBHeHWA (2), MOAYyYMM OfHO NIMHEeNHOe ypaBHeHWe ncosigka M

GOY I+ 1T 1+ -+ dn-1 Y+DAT=0 3)
B KOTOPOM (DYyHKUMU
(b*:(p*M
=012,..0

npeacTaBnAaAlT MHOro4sieHbl no

Kaxpgoe ypaBHeHue (1), npeobpasyemoe B 0AHYy cuctemy Buga (20
Ha3blBaeTcsi NMPUBOAUMBIM. 1)

1) O6 06LieM MOHATMM NPUBOAMMOCTY An(epeHLMaNbHbIX YPaBHEHWA CM :
1I°P. Painlevé, Lecons sur la théorie analytique des équations différentielles,
professées a Stockholm, Paris, 1897, p 487;
E Goursat, Propriétés générales de I'¢quation. d’Euler et de Gau-s, Actua-
lités scientifiques et industrielles, Ne 333, Paris 19c6, p. 70.
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Hagnexalimm BblGopoM nNpou3BonbHbIX (yHKumi fKji moxem cucTte-

MaTM4eCKUM 06pa3om coCTaBUTb ypaBHeHUsA Tuna (1),,Ko3pphuuUneHTbl KOTOo-
pbiXx 6yayT (YHKUMAMW OT X:

T D> QA

n 6yfyT 3apaHee OMpefeneHHOro Buga. 3TO WCMNOMHUMO Pa3UYHBbIMU
crnocobamu, 4To NOALPOOHO MOKasaHO B TeKCTe Ha CepbCKOM A3blKe.

B Bugy TOro, 4to cuctemy (2) MOXHO BCerfja MHTErpupoBaTb Mpu
nomoLliyn KsagpaTyp, To OGyAeT BO3MOXHa W WHTerpaums ypasHeHus (3),
MONTYYEHHOr0, UCXOAA W3 CUCTEMBI (2).

MpeaLecTBYOWMNA pe3ynbTaT MOXHO 0606 WTb, ec/ii BMECTO Bblpa-

XEHUA BuAaa
Q(m*)/+Bi (AP

B3ATb 3a MepBYH 4YacTb pensiunii (2) BbipaxkeHWs Bupa:
AB(X)/K)+Al(x>/*~1)+mm+Ak 1{x)y 4

(K= Uenoe NONOXWUTENBLHOE 4MCO).

2, Cuctemy (2) MOXHO WCMONb3CBaTb, HanpuMep, AN W3M0XKEHUS
BCE TEOpUWU MHTerpauum SnHelHbIX AUdepeHuManbHbIX YpaBHEHWA ¢ NOCTO-
AHHLIMM KO3 (ML MEHTAMMW, MOTOMY UTO 3TW >pPaBHEHWSI MPUBOAMMbI B TOM
CMbIC/le, KaK Mbl 3TO YXe Onpejesviu.

Benu ypaeHeHuve (1) npuBoanMoO, 6YeT NPUBOAMMO TOXE U ypaBHEHWe

4>0j(n)+ LIJ7<n_1)+ --- +0,, (@]

n Torga cuctema (2) npumet Bug (y0=y)
/IkrY k-i+fkoJk-i=yk,

fnA'n-i+fn™n-i= “>(*)
(k-1 2,...,n-T)

Ecnn ypaBHeHue (4) npuBOoAMMO, BMECTO TOro, 4To 6bl MPUMEHUTb
npuem Bapuvaly MOCTOSAHHOr0, MOXEM WCMO/b30BaTh CMNOCO6 cocToswmiics
B WHTerpauymm cuctembl (5), COOTBeTCTBYOLW e ypaBHeHUO (4). PaccmaTpu-
BaemMas MHTerpaums WCMOMIHAETCH, UCXOAS OT MOCNeAHero ypaBHeHUs1 cucTe-
Mbl, NPUGAMXKAACL MOCTENEHHO K MepBOMY YPaBHEHUIO.

/11y +/12 Y=1N;

B cTaTbe Ha CepbCKOM A3bIKe AeTaslbHO MPUMEHEH YKasaHHbIN Cro-
cob6 K ypaBHeHMAM BuAa:

y"+{ax-\-b)Y1-{Ax'2+Bxn-C) p=0,
Y '+|a esx-\-b|y +  e2SX+B esx + Cy=0,

rge 5, a, b A B, C npeicTaBnsiloT MOCTOSIHHbIE BE/IMUYMHbLI, U MOKasaHo,
UTO MHOFOUUC/EHHbIE Cly4Yay WHTErPUPYEMOCTU, KOTOPble 6biM  paHblLe
M3BECTHbI, UCTEKAT M3 OfHOro 06LLEero MCTOYHMKA.



240 O C. Mutp nHosuh (34)

D.S. MITRINOVIICH

PROCEDE DE FORMATION DES CRITERES D’INTEGRABILITE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS
AYANT DES FORMES DONNEES A L’AVANCE

{Résumé)

1. On envisage I’équation différentielle linéaire d’ordre n:

@A (Q+PL Y n" D+ -*+ hn_ 1Y +D =0, 0)
oiil
ax (*»0, 1,
sont des fonctions données de la variable Xx.

Paralléelement, on considere le systéme d’équations linéaires du
premier ordre :

Kk-1+fkz YK~1=YK,
miYr— MNYH=@
(yo=y; A=l ). '
ot fki sont des fonctions de x satisfaisant aux conditions suivantes:
1° fkine° Ne=1, 2,...,/2);
2° fkj {k=\,2,— Mz y=1, 2)
sont des fonctions continues et dérivables.

Si Fon élimine les (a-1) fonctions

/b

entre les /r équations (2), on trouve une équation linéaire d’ordre n:

oYy r4- et @ /-1 PIrr=0, 3)

oii les fonctions

(ft-0, 1, 2.....01)

sont des polynémes en

Fep Péjs Fij» < $150

1) Dans cette étude les accents désignent des dérivées prises par rappoit a la
variable x.
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Toute I¢quation (1), transformable en ‘Un systéeme de la forme (2),,
s’appele réductible?d.

Par un choix convenable des fonctions arbitraires fkji-, on peut
construire, d’'une maniére systématique, des équations du type (1), dont
les coefficients-fonctions de x\

B> Dr>->pA

auront des formes assignées par avance. Cela peut se réaliser de diver-
ses maniéres, ce qui sera illustré dans des pages suivantes.

Le systeme (2) étant toujours intégrable par quadratures, il en sera
de méme de I'¢quation (3), fournie a partir du systéme (2).

Le résultat précédent peut étre généralisé, lorsque dans le premier
membre des relations (2) on considere des expressions de la forme
A (X)y(+Al (X)y (K&------(js) X)y
{k= entier positif)
au lieu des expressions de la forme
a0 i {X)Y-

2. Le systéme (2) peut étre employé, par exemple, dans le but
dexposer toute la théorie d’intégration des équations différentielles liné-
aires a coefficients constants, car ces équations-ci sont réductibles dans
le sens déja précisé.

Si I’équation (1) est réductible, il en est de méme de Iéquationl

<QoMH<IM+ D+---+4>nY =T (4>

et dans ce cas le systeme (2) sera de la forme (yO=y)
fkl Yr-t+fkt Yk-1~Yk-
fn i (5)
(k=R,...,n- 1.

Dans le cas ou I’6quation (4) est réductible, on peut utiliser, au
lieu de la méthode de variation des constantes arbitraires, le procédé
consistant dans l'intégration du systeme (5) qui correspond a I’¢quation
(4). L’intégration en question s’effectue en partant de la derniere équation
du systéme (5) et en continuant de proche en proche vers la premiere
équation

fil y +/12 Y-Y1 (6)

Il) Sur la notion générale de réductibilité des équations différentielles, cf. par
exemple:

1° P. Painlevé, Lecons sur la theorle analytique des équations différentielles,
professées a Stockholm, 'Paris, 1897, p.

2> E. Coursat, Propriétés generales de Véquation d’Euler et de Gauss, Actua-
lités scientifiques et industrielles, No 333, Paris, 1936, p. 70.

I\ gvwen 360pHUK 16
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3. Comme premiére application des remarques indiquées, on pro-
pose de trouver des criteres d'intégrabilité par quadratures de I’équation
linéaire du second ordre

y"-\-(axy-b) y' + (nc2+pnr+y) y —9, M
ou a, b, a, 5. y désignent des constantes arbitraires.

Simultanément avec I'équation (7) on considére le systéme intégrable

f(x)/+g(x)y=z,
(8)

z2'+h (x) z=0,
cfou il provient, par I'élimination de z,
fr+{ +/A)/ +(g'+gh)y=0. 9)

Une condition suffisante pour que I'équation (9) soit de la forme
(7) sera:

I1(*) =4,
g(x= x££ (10)
h(x)=A2X+y2,
ol 12 22, w12 w2 SONt des constantes arbitraires.
L’équation (9), en vertu des expressions (10), prend la forme
y". + a2y Xe (ui-t-p2)y (11)
+lAi A9 B2 A 2P AS (PIP-2en-s)]A = A
De la comparaison des équations (7) et (11), on tire
X £xg=
M Xa= X
Wi+ 12=0, 12
piop2+ AL o=y,
Axw2+ Adux= B

Lorsqu’on désigne par a, b de* constantes arbitraires et par p, q
deux parametres introduits pour que les formules soient plus com-
modes, on peut, aprés la résolution du systéme (12), énoncer les
résultats suivants:

Proposition 1. Uéquation (7), dans le cas oit
a=-p(a+p’,
B= - ag- bp-2pq,
y=a+p-q(b+q),
est réductible au systeme intégrable
y+i{atp) x+(b+q)]y=z,
7'2=0.
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Proposition 1i. Uéquation (7), avec
=-p (atp),
B= (a+p) (bi-g)+paq,
X=a+p-q{b+qg\

est réductible au systéme intégrable
I+ [ia+p)x-q~\y=z,
2'+[-px+(b+g~\z=0.

Proposition 1Il. U équation (7), avec

a= -p(at+p),
B~(a+p)(b+q)+pq,
X=-p-q(bxq),

est réductible au systéme intégrable >
y+[-px+{b+qi\ V=g,
z'+[(atp)x-q]z=Q

Proposition 1V. Uéquation (7), ou

a= - p(a+p),
R=-aqg-bp-2pq,
Y=-p-qlP+q),

est réductible au systéme intégrable
y'-(px+q)y=z,
2'+[(a-\-p)xX{b-\-g)~\z=i).

4. L’utilité¢ du procédé indiqué, fournissant des criteres d’intégrabi-
fité, s’est confirmé déja par I’équation <7). Les résultats formulés dans les
quatre propositions précitées ne se trouvent pas dans le Recueil des
équations différentielles de Kamke1. D’autre part, de nombreuses équa-
tions différentielles particulieres du type (7), indiquées chez Kamke,
jouissent de la propriété suivante:

1° Elles sont réductibles dans le sens adopté;

2 Elles présentent des cas particuliers dérivant dune source com-
mune, donnée dans cette étude?2).

A titre d’exemple, prenons I’équation différentielle:

y"+xy'+(ax2+y) V-0 (13)

) E. Kam ke DCFferemlal Ielchungen rgsmetmden und Lésungen, Bd. I,
B Auflage, Leipzig, artlcu ierement p. 413417, p. 641—Dans la suite, ce Trai
té sera cCité, en al rege par Kamke.

2) Ceci est avec détail développé dans le texte serbe de cette étude. \oir, parti-
culiérement, les 88 9 11 eu liaison avec le § 2

16*
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présentant un cas particulier de I'équation (7) pour
a=1 b=0, B=0.

Les cas d’intégrabilité connus de I’équation (13), d’'aprées Kam ke 1),
sont les deux suivants:

1° a=-i, y=-i- (cas de Goldscheider);

1
2° cc=— HCD"'} (cas de Kamke).

En appliquant a I'équation (13) la proposition 1 formulée précé-
demment, on fournit les résultats suivants qui rénferment ceux de
Goldscheider et de Kamke, comme des cas particuliers:

1° Lorsque la condition

a=yo0 -y)
est satisfaite, Véquation (13), avec
a=-p(l+p),
T=1+pP

(p= paramétre arbitraire)
est réductible au systeme intégrable
y'+(l+p)xy=z,
z2'-pxz=Q

Au cas particulier a=-~-correspondici p= j, ce Qi es&
le résultat de Goldscheider;
2° Lorsqu'on a:

1 1
oa=7 "’

(q= paramétre arbitraire),

Méquation correspondante (13) est réductible au systéme intégrable
[+(1*+v/1-y =C

2+(T1* -v 1 _yl=0
et ¢est précisément le cas de Kamke.

Par conséquent, on voit que les équations de Goldscheider
et de Kamke sont réductibles et que ces deux cas particuliers de
I’équation (13) dérivent aussi d'une source commune.

i) Kamke, p. 641
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5. Relativement a I’équation différentielle

/14 .(,esx+b)/+ (Artx+Brx+C)y-0, (,4)

ou a, b, s, 1, b, C sont des constantes arbitraires, on énonce le résultat
suivant:

Proposition V. Les coefficients a et b désignant des constantes
arbitraires, h et C étant de la forme

A= -p (a+p),
C=-q (b+q)

ol, p et q désignent deux parameétres arbitraires, I%quation (14) est
réductible:

1° au systéme intégrable
Y+[(a+p)
2’-(peSX+q) 0,
dans le cas ou
B=s (a+p)-2pg-aq-bp;
% 2° au systéme intégrable

[+[(a+jr»/*-<?] y=z

z ' + £ B=o,
dansle cas ou
B=s(RB+p)+ abmaqg+ bp\~2 pqi

3° au systéme intégrable

z’+H\_(a+ p)e*X- q\ z=0,
dans le cas ou
B=-sp+ab+aq+bp+2 pq;

4° au systéme intégrable

y-(peSX+tq) y=z,

7'+ C(a+p) esx+(b+ <] z=0,
dans le cas ou
B= -sp -aq-bp-2pq.

Le procédé en question, appliqué a I’6quation (14), a fourni fa
proposition V, ce qui met en évidence de nouveau:

1° que ce procédé pourrait conduire a des résultats de plus en plus
intéressants, lorsqu‘on rappliquait d’'une maniére systématique;
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2° que le méme procédé est notamment convenable pour un com-
pléetement du Recueil de Kamke qui s’est montré déja si utile dans
des recherches relatives a des sciences techniques et appliquées.

6. D’autres critéres d’intégrabilité de I’équation (7), en dehors

ceux cités plus haut, s'obtiendront en partant de I’équation (9), dans
laguelle les fonctions /, g, h ont, par exemple, les expressions suivantes:

I (xX)s (n:-kX) (x-k2)... (x-ks),
g(a) = X + A2 1S+ - - - +~S+[-£+ , (™))
h(x) = X+L12

ou les coefficients:

b, "2, *9 A
1D FRyGH* (16>
ut, vz

sont des constantes arbitraires.

En choisissant les parametres (16) et le nombre naturel s sous la
condition que les polyndmes

r+g+fh, g'+gh,

déterminés par (15), soient divisibles sans reste® par le polynéme /, on>
trouvera de nouveaux critéres d’intégrabilité de I’¢quation (7).

Nous allons étudier ceci et d’autres questions connexes dans wurb
autre travail.

de



